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Esquema

O problema.

@ Questdes especificas: colisGes e valores iniciais.

Métodos de integrag3o.

Aplicagdes.
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Parte |I: O Problema



O que é o problema de N-corpos gravitacional?
Videos dos exemplos.

Sistema solar / svcp6s9 / dt = 0.0756

t=4.085

.0
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Figura: Sistema solar

2.0

to Potalej

IME / svcp6s9 / dt = 0.077

t=8.149

Figura: Sistema IME

Simulagdo Numérica do PNCG


https://ime.usp.br/~oapotalej/arquivos/coloquinho2026/exemplos.html

O PNCG é um problema com N particulas com massas m, e posicdes ,,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

G, =S m L% LV, N
, , a=1,2,.. N.
b#a qu H Ma aqa

?Aqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensdes.
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PNCG

Enunciado

O PNCG é um problema com N particulas com massas m, e posicdes ,,
regidas unicamente pelo potencial newtoniano:

R SRR EL N ¥ P
a ) g Ly enny .
ba qu H maaqa

?Aqui omitimos a constante G por facilidade, tomando G = 1 e ignorando suas dimensdes.

Forma Hamiltoniana

Tomando o momento generalizado p,, podemos reescrever o problema via
equagoes de Hamilton:

a, = OH/op,, = el
? ? , H= 2 V(q).
b, = —0H/0a, 2 3m, * V)
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PNCG: Integrais primeiras

Integrais primeiras

O PNCG (em 3 dimensdes) tem 10 integrais primeiras.
© Energia total E = H,
@ Momento angular total J = 3" | q, x p, (3 componentes);
@ Momento linear total P = >"¥  p_ (3 componentes);

© Movimento do centro de massas: G = Mq_,, — tP (3 componentes).

Centro de massas

O PNCG é invariante por translagdes, entdo tomamos sempre q,,(t) = 0 sem
perder generalidade.
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Parte |I: Quest&es especificas

o Como lidar com colisées?

e Gerando valores iniciais



ColisGes (1/2)

Colisdes (ou aproximag¢des intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...
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ColisGes (1/2)

Colisdes (ou aproximag¢des intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

@ Regularizar colises:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Aarseth-Zare,
etc;
o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.
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ColisGes (1/2)

Colisdes (ou aproximag¢des intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

@ Regularizar colises:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Aarseth-Zare,
etc;
o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.
@ Regularizar colisdes aproximadamente (e.g.,
colisBes elasticas com base em densidade);
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ColisGes (1/2)

Colisdes (ou aproximag¢des intensas) sdo um problema nesse caso!

Mas temos algumas formas de lidar com elas...

@ Regularizar colises:
o Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Aarseth-Zare,
etc;
o Amplamente utilizados. Mas n3o implementamos.
@ Regularizar colisdes aproximadamente (e.g.,
colisBes elasticas com base em densidade);

@ Amortecer o potencial: para ¢ > 0,

msymp

a<b \/lla, — a,|* + €

V=-—
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ColisGes (2/2)

Problema IAU-25 via svcp6s9 com h = 10*.
@ Potencial amortecido com € = 0.1;
@ Potencial amortecido com € = 0.05;
o Choques com raio r = 0.1;
@ Choques com raio r = 0.05.

Videos dos exemplos.
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https://ime.usp.br/~oapotalej/arquivos/coloquinho2026/iau25.html

Valores iniciais (1/2)

@ Existem conjuntos de valores iniciais para os quais conhecemos a solu¢do
do problema, as coreografias.

@ S3o (teis numericamente para testar diferentes métodos de integragdo.

@ Algumas coreografias.

Lemniscata Coreografia-Doicu 5 corpos (1) Coreografia-Doicu 12 corpos (1)
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https://ime.usp.br/~oapotalej/arquivos/coloquinho2026/coreografias.html

Sorteando valores iniciais (2/2)

Nosso interesse era em problemas com integrais
primeiras especificas:

@ Com alguma distribuicdo, geramos valores
iniciais;

@ Condicionamos os valores gerados para
obter as integrais primeiras desejadas.
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https://github.com/Potalej/gf-doc-vi
https://pypi.org/project/ncorpos-vi-py/
https://pypi.org/project/ncorpos-vi-py/

Sorteando valores iniciais (2/2)

s Menu v
Nosso interesse era em problemas com integrais o

primeiras especificas:

@ Com alguma distribuicdo, geramos valores .
iniciais; ncorpos-vi-py 1.0.2

pip install ncorpos-vi-py @

@ Condicionamos os valores gerados para
obter as integrais primeiras desejadas. [

Langamento em: 6 de jan. de 2026

o lterativo (funciona sempre...). Figura:
( P ) https://pypi.org/project/ncorpos-
@ Direto (necessita potencial homogéneo). vi-py/

Detalhes aqui.
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https://pypi.org/project/ncorpos-vi-py/
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Parte lll: Integracao

Métodos de passo tnico;
Métodos simpléticos;
Corretor numérico;

Métodos multipasso.

numérica



Métodos de passo tnico (1/2)

Servem para quaisquer PVI de EDO bem-posto:

y' (1) =f(t,y(1), y(to) = yo.

S3o obtidos pensando-se na série de Taylor da solucdo.

Métodos de passo tinico

Y(tk +h) =y = Vi + h®n(Yi, Yii)-
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Métodos de passo tnico (1/2)

Servem para quaisquer PVI de EDO bem-posto:

y' (1) =f(t,y(1), y(to) = yo.

S3o obtidos pensando-se na série de Taylor da solucdo.

Métodos de passo tinico

Y(tk +h) =y = Vi + h®n(Yi, Yii)-

Exemplos de 12 ordem yo/

o Euler Explicito: y, ., =y, + hf (t,y,)-

y(t)

o Euler Implicito: y, ; =y, + hf(tii1, ¥ii1)-
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Métodos de passo tnico (1/2)

Servem para quaisquer PVI de EDO bem-posto:

y' (1) =f(t,y(1), y(to) = yo.

S3o obtidos pensando-se na série de Taylor da solucdo.

Métodos de passo tinico

Y(tk +h) =y = Vi + h®n(Yi, Yii)-

Exemplos de 12 ordem yo/

o Euler Explicito: y, ., =y, + hf (t,y,)-

y(t)

o Euler Implicito: y, ; =y, + hf(tii1, ¥ii1)-

@ Podemos usar viérias f fazendo uma média ponderada. Esses sdo os
métodos de Runge-Kutta!
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Testes com métodos de passo Unico gerais (2/2)

Variacao da energia total
nos métodos tradicionais (h=10"%)

log0(Eo — E)
I
®
|

104
-12{ — EE
Lo
14— Rk22
— RK33
—— RK44
164
o 10 20 30 40 50
Figura: Lemniscata com h = 1073 ¢

Figura: Variagdo da energia total na
lemniscata com h = 1073,
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Integragdo numérica: Métodos simpléticos (1/13)

Métodos gerais

o Consideram:

e Valor inicial;
o Derivada.
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Integragdo numérica: Métodos simpléticos (1/13)

Métodos gerais

o Consideram:

e Valor inicial;
o Derivada.

@ = Equacio modificada tem
geometria propria.
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Integragdo numérica: Métodos simpléticos (1/13)

Métodos gerais

o Consideram:

e Valor inicial;
e Derivada.
@ = Equacio modificada tem
geometria propria.
o = Erro na energia: c- /2
(Brouwer, 1937)
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Integragdo numérica: Métodos simpléticos (1/13)

Métodos gerais Métodos simpléticos

o Consideram: @ Consideram:
e Valor inicial; e Valor inicial;
o Derivada. o Derivada;
o = Equacio modificada tem o Geometria do sistemal!

geometria propria.

o = Erro na energia: c- /2

(Brouwer, 1937)
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Integragdo numérica: Métodos simpléticos (1/13)

Métodos gerais Métodos simpléticos

o Consideram: @ Consideram:
e Valor inicial; e Valor inicial;
o Derivada. o Derivada;
o = Equacio modificada tem o Geometria do sistemal!
geometria propria. e = Equacio modificada tem a

. ial
o = Erro na energia: c - t'/2 mesma geometria:

(Brouwer, 1937)
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Integragdo numérica: Métodos simpléticos (1/13)

Métodos gerais Métodos simpléticos

o Consideram: @ Consideram:
e Valor inicial; e Valor inicial;
o Derivada. o Derivada;
o = Equacio modificada tem o Geometria do sistemal!
geometria propria. e = Equacio modificada tem a

. 1al
e = Erro na energia: c - t'/? mesma geometria:

(Brouwer, 1937) e = Hamiltoniana modificada.
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Integragdo numérica: Métodos simpléticos (1/13)

Métodos gerais Métodos simpléticos

o Consideram: @ Consideram:
e Valor inicial; e Valor inicial;
o Derivada. o Derivada;
e = Equacdo modificada tem * Geometria do sistema!
geometria propria. e = Equacio modificada tem a

. ial
o = Erro na energia: c - t'/2 mesmajgeometria:

(Brouwer, 1937) @ = Hamiltoniana modificada.

Caracterizacido

A aplicagdo Wy : zx — zky1, zk = (dy, Py). é simplética se:

(DV,)Q(DV,)" = Q. (1)

AplicagGes simpléticas preservam area.
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Construgdo de métodos para hamiltonianas separaveis (2/13)

Para uma hamiltoniana separdvel H(q, p) = T(p)+ V(q), separamos o problema

em dois:
él = VF’ T(p)a q = 07
p=0, " b= —V4V(a)
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Construgdo de métodos para hamiltonianas separaveis (2/13)

Para uma hamiltoniana separdvel H(q, p) = T(p)+ V(q), separamos o problema
em dois:

él = VF’ T(p)a q = 07

p=0, Tl p=-VeV(a).
Podemos obter os respectivos fluxos explicitamente:

Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG



Construgdo de métodos para hamiltonianas separaveis (2/13)

Para uma hamiltoniana separdvel H(q, p) = T(p)+ V(q), separamos o problema
em dois:

él = VF’ T(p)a q = 07

p=0, Tl p=-VeV(a).
Podemos obter os respectivos fluxos explicitamente:

A aplicagdo composta @, = &, 70®. v é o chamado Método de Euler Simplético
(ou semi-implicito):

Q1 = 4, + hVp T(py)s Pii1 = Px — hVq V(Qk+1)~
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explicito vs implicito vs simplético (

Trajetérias no intervalo [0, 6.32]

— EE.
— EI
— ES.
e Inicio

0.0

Variacdo da energia total
nos métodos de Euler (h =1073)

P

log10(Eq — E)
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Euler simplético vs Runge-Kuttas (4/13)

Variagdo da energia total no problema modelo (h = 0.05)

— RK22
—— RK33
— RK44
— ES.

t

(a) Intervalo [0,100] e h = 0.05.

Figura: Variagdo da energia total na simulagdo da
e Euler Simplético.

Octavio Augusto Potalej

Variagdo da energia total no problema modelo (h=0.15)

—— RK44
— ES

i _l,..,u'ﬂl’“WM,M |

[ 50 100 150 200 250 300
t

(b) Intervalo [0,300] e h = 0.15.

lemniscata com RK22, RK33, RK44
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Euler explicito vs implicito vs simplético (5/13)

N 4 3
~ 44
gEuler Simplético
o

2 1 5 s 10

Figura: Métodos de Euler aplicados no péndulo com dt = /4.
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Métodos via composi¢do (6/13)

@ Podemos obter outros métodos simpléticos com mais composi¢des:

Dy =Py rvoPenro...0PyryvOPhT.
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Métodos via composi¢do (6/13)

@ Podemos obter outros métodos simpléticos com mais composi¢des:
Py = PonvoPenro...0PanyvoPonT.

Velocity-Verlet

Comdi=d»=1/2e ¢ =0e ¢ =1, temos um método consistente,
simétrico, explicito, simplético e de 22 ordem:

h
Prt1/2 = Pk — qu V(a,)
A1 = A + hVp T(Pisr )

h
Pi+1 = Piy1/2 — qu V(Qk+1)
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Runge-Kutta de ordem 2 vs Velocity-Verlet (7/13)

Figura: Métodos RK22 (Exp.) e Velocity-Verlet aplicados no pé&ndulo com dt = /3.
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Métodos de Ruth (8/13)

Métodos de ordem mais alta podem ser obtidos através da férmula de Baker-
Campbell-Hausdorff (BCH).

Ruth de 32 Ordem (Ruth, 1983)

C1:].7 C2=—2/3, C3=2/3,
dy = —1/24 dy = 3/4, ds = 7/24.

Ruth de 42 Ordem (Forest; Ruth, 1990)

1 1—2%/3
RO SVE 2T ST o213
1 51/3
d=ds P IEYVER d2_—2_21/37 ds =0
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Métodos de alta ordem via composicdo de métodos simétricos (9/13)

Se &, é o método de Verlet, podemos obter um método de ordem (par) mais alta
que é simplético, simétrico e reversivel. Estes sdo os Stormer-Verlet Compostos
(SVQ):

U,=®,40...0P,,0P.
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Métodos de alta ordem via composicdo de métodos simétricos (9/13)

Se &, é o método de Verlet, podemos obter um método de ordem (par) mais alta

que é simplético, simétrico e reversivel. Estes sdo os Stormer-Verlet Compostos
(SVQ):
U,=®,40...0P,,0P.

Desvantagem: Precisamos de muitos estagios para aumentar a ordem!
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Métodos de alta ordem via composicdo de métodos simétricos (9/13)

Se &, é o método de Verlet, podemos obter um método de ordem (par) mais alta
que é simplético, simétrico e reversivel. Estes sdo os Stormer-Verlet Compostos
(SVQ):

U,=®,40...0P,,0P.

Desvantagem: Precisamos de muitos estagios para aumentar a ordem!

Métodos de ordem 8 e 10 (Hairer et al., 2006)

@ Métodos SVC de 82 ordem precisam de 15 estégios;
@ Métodos SVC de 102 ordem precisam de 31 estagios.
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H& métodos de Runge-Kutta Simpléticos? (10/13)

Runge-Kuttas Simpléticos (Hairer et al., 2006, p.192)

Teorema: Se os coeficientes de um método de Runge-Kutta de R estdgios sio
tais que
biaj + bjaj — bibj =0, i,j=1,...R,

entdo o método é simplético.

Desvantagem: Todo método de Runge-Kutta simplético é implicito!
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Métodos de Runge-Kutta-Nystrom (RKN) (11/13)

Se T(p) = 2p"M'p e —Vq,V(q) = Fa(q), temos um método RKN:

P 2, F(y)
A1 = Qg + h;k +h ;biT’

Pey1 = Pr + hz BiF(y;).

i=1
para constantes A,b,c e B, ..., Bs.

(Okunbor; Skeel, 1994)
o RKN551: Runge-Kutta-Nystrom de 52 ordem e 5 estagios.

o RKN671: Runge-Kutta-Nystrom de 62 ordem e 7 estagios.
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Métodos simpléticos implementados (12/13)

Método Ordem | Estagios Autoria
Euler Simplético 1 1 de Vogelaere, 1956
Velocity-Verlet 2 2 de Vogelaere, 1956
Ruth3 3 3 Ruth, 1983
Ruth4 4 4 Forest & Ruth, 1990
ecp4sb 4 5 McLachlan, 1995
ecpdsb 4 6 Blanes & Moan, 2002
RKN551 5 5 Okunbor & Skeel, 1994
RKN671 6 7 Okunbor & Skeel, 1994
svcp6s9 6 9 Kahan & Li, 1997
svcp8sl5 8 15 Suzuki & Umeno, 1993
svcpl0s35 10 35 Sofroniou & Spaletta (2004)
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Comparagdo dos métodos simpléticos implementados (13/13)

Log-erro absoluto da energia total
Lemniscata, dt = 0.05.

10-2
104 1
10—5 4
I
]
= 10794
s
E
2 107101
10-12 4
1 svcp6s9
1079 suepssis
—— svcpl0s35
10716 T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400

t

Figura: Variagdo da energia total para os métodos simpléticos apresentados. A
lemniscata foi integrada no intervalo [0,400] com tamanho de passo h = 0.05.
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Corretor numérico (Nacozy, 1972) (1/3)

Outra forma de melhorar os resultados é aplicar corre¢8es sobre as aproximacdes.
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Corretor numérico (Nacozy, 1972) (1/3)

Outra forma de melhorar os resultados é aplicar corre¢8es sobre as aproximacdes.

Considerando um PVI conservativo e ¥ = (1)1, ..., ¥k) suas k integrais primeiras,
se z" é uma aproximagdo de z = z(t"), temos por linearizagdo

z=2"+D¥(x") e,

onde « resolve
D®(z")D¥(z") o = ¥(z0) — ¥(2").

W (z0)
20,

Figura: Visualizagdo do corretor
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Euler Explicito vs Euler Simplético vs Corrigidos (2/3)

Figura: Euler Explicito e Euler Simplético originais e corrigidos para o péndulo com
dt =m/3.
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Corretor numérico (3/3)

Vamos testar com o método de Euler explicito na lemniscata:

Trajetéria do corpo 1 Log-erro absoluto da energia total
Lemniscata, dt =107, Lemniscata, dt =107,
15
—— Sem correcéo
1o —— Corrigido £c =107 102
1074
0s =
[
L 107 —— sem correcao
0.0 o —— Corrigido £ =108
g 107
-0.5
10710
AAAAAARANARA m A
\H‘h“ ‘u H“‘ ‘m“”m“‘\ “‘\ \ I N\ “‘ ”“\‘M‘”
10 i L) I\ ‘w; ‘w m ‘w “Mh“m‘u | ‘m m
wid (I H LA L I
_1s 0 10 20 30 40 50
-15 -10 -05 00 05 10 15 t
Figura: Lemniscata Figura: Erro na energia
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Métodos multipasso (1/3)

Métodos multipasso lineares

@ Em vez de fazer médias de derivadas, podemos usar valores de passos
anteriores para obter aproximacoes.

n—1 n
Yirn ==Y 0¥+ 0 Y Brif (ews Yiors)-
=0 =0

@ Enquanto Runge-Kuttas fazem muitos célculos e descartam a maioria, os
métodos multipasso reaproveitam o que ja foi calculado.

Adams-Bashforth de 2 passos e ordem 2

h
Yirz = Yierr + 5 (3F (tiesn, viern) — (8, i)
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Métodos multipasso (2/3)

@ Em métodos explicitos, sé é preciso calcular f uma vez.
o Ficeis de se implementar e analisar.

o Existe um método de passo lnico que produz exatamente os mesmos
resultados. (Hairer et al., 2006, pp.573-576)

@ Métodos simétricos preservam aproximadamente uma hamiltoniana
perturbada.
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Métodos multipasso (2/3)

@ Em métodos explicitos, sé é preciso calcular f uma vez.
o Ficeis de se implementar e analisar.

o Existe um método de passo lnico que produz exatamente os mesmos
resultados. (Hairer et al., 2006, pp.573-576)

@ Métodos simétricos preservam aproximadamente uma hamiltoniana
perturbada.

Desvantagens

@ S6 funcionam sob trajetdrias continuas.
o (Tang, 1993) O método de passo tnico adjacente ndo pode ser simplético.

@ Os modos parasitas podem acumular erros expressivos ao longo do tempo.
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Métodos multipasso (3/3)

Log-erro absoluto da energia total
Lemniscata, dt= 1073,

10-5 4

108 4

logao |E(t) — Eo|

10-10

10-12

10—14 4

10 20 30 40 50

t
Octavio Augusto Potalej Simulagio Numérica do PNCG

10-16



Comparacio de tempo entre os métodos

Tempo computacional de cada método

N=500, dt =102, 1071, [0, 10]

20 A
15 A
o
=%
g
= 104
5_
0_
oo o NN% M omom = o o w0 o~ — '] I's]
x £ £ o mY o mc o mes v on o in ~ 0 — m
u £ = T == == I == T i o o w 7]
1A 5g 52 ERE--Y c cg ® ©
L2905 < < 2 tw 2 ¥Y¥ 5§ 3
23S o o o wooz 9
oo 3 c c c @
2 2 2
Metodo
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Parte IV: Aplicacoes



Faz sentido tudo isso? (Aarseth, 2003, pp.234-240)

@ O PNCG é um problema, no geral, cadtico. Simula¢ées numéricas nunca
vao ser totalmente precisas. Faz sentido simular?

@ Exemplo.
CC5/ svcpbs9 / dt=10"% CC5 (Pert.) / svepbs9 / dt=10"%/ x, + =107°
2.0 2.0
15 1.5
1.0 1 1.0
05 0.5
0.0 | 0.0
-0.5 1 -0.5
-1.0 1 104
-1.51 -15
2.0 . : . -2.0 ‘ : :
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Figura: Original Figura: Perturbado (107°)
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https://ime.usp.br/~oapotalej/arquivos/coloquinho2026/periodico_perturbado.html

Faz sentido tudo isso? (Aarseth, 2003, pp.234-240)

Estatisticamente, faz sim!

@ Trajetdrias individuais podem n3o ser numericamente confidveis...
@ Mas a solugdo numérica ndo necessariamente é invalida!
Shadow orbits... (Quinlan; Tremaine, 1992)
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Exemplo

Exemplo com 700 corpos.

700 corpos / ecpds6 / dt =102
25177

700 corpos / ruthd / dt =102
=25.177

Figura: Integrado com Ruth4 Figura: Integrado com ecp4s6

Octavio Augusto Potalej Simulagdo Numérica do PNCG



https://ime.usp.br/~oapotalej/arquivos/coloquinho2026/exemplo_700.html

Exemplo

@ O sistema cresce quase do mesmo jeito em ambos os casos...

(Log) Momento de inércia Momento de dilatagao
Problema de 700 corpos, dt =102 Problema de 700 corpos, dt =102
104
30
10° >
20
515
10
10t
s
—— Ruth4
100 o] — ecpase
5 %oz o % o 3 B 20 e w0 o
: ¢
Figura: Inércia Figura: Dilatagdo
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Exemplo

27(p) + S (Falq), aa)

°

-0.02

-0.04

O sistema cresce quase do mesmo jeito em ambos os casos...

Virial Complexidade
Problema de 700 corpos, dt =102 Problema de 700 corpos, dt =107

Figura: Virial Figura: Complexidade
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Outras possibilidades...

@ Outros métodos/formas:
o Implicitos;
o Variacionais;
o Exatos;
e Tamanho de passo varidvel...

I conrurationaL uarnmatics 31

» Geometric Numerical
o Especificos: Integration
e Tamanhos de passo individuais; Structure-Preserving
o block-timesteps: P
o Esquemas hierarquicos; Second diton
e Wisdom-Holman (Sistema solar);
o Barnes-Hut, Particle-Mesh, SPH... D springer

@ Ao infinito e além!
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Conclusao

sravidade LX) gi g1l

i Fortran 83.1% || tamanho 221.6 KiB || alterado january
3 150N-Fortran v9.2.0 | [ ncorpos-utilidades v1.0.1 | [l ncorpos-valores-iniciais v0.2.5

Figura: https://github.com/potalej/gravidade-fortran

@ O PNCG é muito amplo, problemas especificos sdo melhor resolvidos com
solucdes especificas. “Meus N-corpos, minhas regras.”
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Obrigado!
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